
定义 1 (莫比乌斯函数) 将  质因数分解为 , 定义 莫比乌斯函数 为:

备注 当  时, , 则  的集合为空集, 由于假命题可以推出任何命题,  是
真命题, 从而 , 可以不用额外定义.

定义 2 (单位数论函数) 并称  为 单位数论函数.

备注 定义域为正整数、陪域为复数的函数称为 数论函数 (算术函数). 单位数论函数命名的缘由可以参
考定理 8.

定理 1 单位数论函数可表示为

证明 , 故等式第一行成立, 下证第二行.

1. 当  时, .

2. 当  时, .

推论 , 这个看似无用的结论将在后文求解欧拉函数时用到.

备注  这个显然的事实很有用.

定理 2 (莫比乌斯反演定理)

证明

1. 充分性

2. 必要性
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备注 上述交换求和的方式称为富比尼原理.

定理 3 (莫比乌斯反演定理的乘积形式)

证明

1. 充分性

2. 必要性

推论 若 , 则 .

证明

定理 4 (富比尼原理的应用) 

证明

定理 5 (欧拉函数的性质) 
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证明

推论 将  质因数分解为 , 则

定理 6 (欧拉函数的计算) 将  质因数分解为 , 则

证明 显然. 但我不知道如何由定理 5 推得.

定义 3 (狄利克雷卷积) .

备注 另一常用形式是 .

定理 7 狄利克雷卷积满足 交换律 和 结合律.

证明 交换律由定理 1 的备注即得, 下证结合律.

定理 8 单位数论函数是卷积单位元, 即

证明

备注 可利用狄利克雷卷积证明莫比乌斯反演公式.

定义 4 (狄利克雷逆) 若数论函数满足 , 则称  和  互为对方的 狄利克雷逆.

备注 后文的  一律指狄利克雷逆; 在代数中  一般指逆函数; 在分析中  一般指倒数.
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例子

.
.

定理 9 狄利克雷卷积在  上构成阿贝尔群.是数论函数 且

证明 由上可知, 该代数系统是封闭的、结合的、交换的, 且具有幺元, 下证逆元存在.

由定义代入  得 , 将此式代入定义, 得

因此狄利克雷逆元存在且唯一, 因此  是阿贝尔群.

备注 进一步,  还是阿贝尔环.

定理 10 若数论函数  满足 , 则

证明 , 这是阿贝尔群的直接推论.

定义 5 (积性函数) 若任意 , 有 , 则数论函数  称为 积性函数.

定义 6 (完全积性函数) 若 , 有 , 则称数论函数  为 完全积性函数.

例子

积性函数: , , .

非积性函数

冯·曼戈尔特函数: 当  是质数  的整数幂时 , 否则 .
不大于正整数  的质数的数量 .
整数拆分的数目 .

定理 11 (积性函数的性质)

1. 若积性函数  非恒等于 0, 则 .
2. 若  和  都是积性函数, 则  也是积性函数.
3. 若  是积性函数, 则  也是积性函数.
4. 若  和  都是积性函数, 则  也是积性函数.

证明

1. 记 , 则由  可推出 .
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2. 

3. 利用递推表达式, 使用数学归纳法.

1. 当  时, .

2. 当  时,

4. 由  知其为积性函数.
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